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Premieére partie, questions a choix unique

Pour chague question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de
ratures. Il n’y a gu'une seule réponse correcte par question.
Pour les Questions 1, 2 et 3 on donne la matrice :

4 1
A= 2 1
1 2

B~ W Ot

Question 1 (1 point) Combien vaut le déterminant de A ?

[] -4 [J1 (14 [Jo
I []-3 [] -2 [] -1

Question 2 (2 points) Quel est le coefficient sur la troisieme ligne et la deuxieme colonne de
la matrice A= ?

[J11 []-1
[J1 u:

[]3
[]-3

N ot

]
]

MY

Question 3 (1 point) Quel est le coefficient sur la premiere ligne et la premiéere colonne de la
matrice A2 —6A47?

[]7 []1 Hu ] -1
[] 36 []-3 s []4
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Pour les Questions 4, 5 et 6 on donne deux bases de R3 de la forme suivante :

1
B=uvy,v2,v3 et B = 302 Vs U1 + 2v3

ainsi qu’une application linéaire f : R® — R3 vérifiant :

Question 4 (2 points) Quel est le coefficient sur la troisieme ligne et la premiere colonne de
la matrice [f]s ?

(13 RS [Jo []2
[]-3 -2 [] - (1
Correction : Il faut trouver le coefficient de vs dans la décomposition de f(v1) sur B. Or:

f('l)l) = 3(—’03) + 1(’01 + 2’03) = V1 — V3.

Question 5 (2 points) Quel est le coefficient sur la premiere ligne et la troisieme colonne de
la matrice [fls/.8 ?

M s [] []2 ] -1
[ ]a [] [Jo [] -2

Correction : Il faut trouver le coefficient de v, dans la décomposition de f(vy + 2vs) sur B. Or:

Wi ©lN

f(v1 + 2v3) = f(v1) + 2f(v3) = (v1 — v3) + 2(v1 + 2v2 + 2v3) = 3v1 + 4va + 3v3.

Question 6 (2 points) On suppose que B’ est la base canonique de R3. Parmi les vecteurs
suivants de R3, lequel appartient a Ker f ?

[](3,1,-1) [](-9,8,1) [](@,3,-1) [](-1,9,3)
D (9a 1a 1) D (1’371) l:’ (1?_379) - (97 3’1)

Correction : Le fait que B’ soit la base canonique permet de trouver :
vy = (0,2,1), v2 = (3,0,0), v3 = (0,—1,0).

Ensuite, de I’égalité matricielle :

on déduit que le vecteur suivant est dans le noyau de f :

’U1—|—3’U2 — V3 = (9,3,1).
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Deuxiéme partie, 1 question de type ouvert

Répondre dans |'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les
étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases a
cocher: elles sont réservées au correcteur.

Question 7: Cette question est notée sur 6 points.

B (LB ELkl Ll

Dans cette question, on ne demande que les réponses finales, sans développement.
Aucune justification ne sera prise en compte.

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer un exemple de base :
B = vy, V2, U3

de R3 vérifiant la propriété donnée. Les sous-questions (a), (b), (c) sont indépendantes.

(a) Le plan vectoriel Vect(vy,vs) a pour équation 2z + 3y — 42 = 0.

Solution. Il suffit de prendre pour v, et vz deux solutions non proportionnelles de I'équation
et pour vy un triplet non solution de I’équation.
Par exemple :

(01 = (3,-2,0), vz = (1,0,0), v3 = (2,0,1)|

1
(b) Le vecteur (3,1,7) a pour coordonnées | —1 | dans la base B.
2

Solution. Il suffit de choisir trois vecteurs indépendants vérifiant la relation :
U1 —’U2+2’l)3 = (3,1,7).

Par exemple :

(01 =(3,2,5), v2 = (0,1,0), v3 = (0,0, 1) |

(c) On a (B.an désigne la base canonique de R3) :

2 4 -1
lidgs|Bea, 8= 3 1 O
-1 0 O

Solution. Si P désigne la matrice de passage de B.., a B on doit donc avoir :

1

2 4 -1 2 4 -1\ 0 0 -1
P1=(3 1 o ouencore P=|3 1 0 =10 1 3
-1 0 O -1 0 O -1 4 10

Il 'y a donc qu’une seule base solution, a savoir :

(01 =(0,0,—1), v2 = (0,1,4), v = (—1,3,10)]




N N BEN +1/5/56+

Question 8: Cette question est notée sur 9 points.

Lls [ds Lls Ods [)s [s [)s s s
W (k[ k[lll [k [l

On donne, en fonction de o € R, I'application linéaire f : R® — R2 décrite par:
flx,y,2) = ((a — 6)x + 2y + (2a — 2)2,3x — y + z, (a® — 9)x + 3y + (2a® — 3)2)
On rappelle que les réponses doivent étre soigneusement justifiées.
(a) Calculer le déterminant de f, en fonction de la valeur du parametre a.
(b) En discutant selon la valeur de «a, déterminer le rang de f.
(c) Déterminer une (ou des) équation(s) de Im f. On discutera selon la valeur de «.
(d) Décrire précisément, en fonction de «, I’ensemble :

f'{4 - a,—2+ 30,6 +a)}).

Solution Notons A la matrice de f en base canonique :

a—6 2 20 — 2
A= 3 -1 1
a?2—-9 3 2a%2-3

(a) Appliquons les opérations Ly < Ly + 2L, et Lz < L3 + 3L, et développons par rapport
a la deuxieme colonne. On trouve :

a—6 2 20 — 2 « 0 2a
3 -1 1 =3 -1 1 :_’
a?2—-—9 3 2a2-3 a2 0 2a2

« 2

o? 202 = —(2a® — 2a3).

Conclusion :

Va € R, detfzo\

(b) Il est clair que f n'est pas I'application nulle. Par ailleurs, d’aprés (a), le rang de f n’est
pas égal a 3. On sait donc déja que :

rg f € {1,2}.
f est de rang 1 si et seulement si on a les relations de proportionnalité suivantes :
Ly =—-2L, et L3 = —-3L,.

Autrement dit, si et seulement si :

-6 2 =2
A= 3 -1 1
-9 3 =3

Comme ceci se produit exactement quand a = 0, on peut maintenant conclure :

rg f = 1sia=0
8/ = \2sia£0




(c)
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Sia = 0, alors Im f est la droite vectorielle engendrée par (2, —1, 3), qui a pour équations:

Poura=0o0na Imf:5=—-y=

wln

Si a # 0, alors la décomposition colonne-ligne :

-6 2 -2 a 0 2a 2 1
A=(3 -1 1 |+|(0 0 o0 |=|-1|(-3831 —-1)+|0|(x 0 20)
-9 3 -3 a? 0 2a2 3 «a

montre que le plan vectoriel Im f admet pour équation :

2
—1
3

2 1
3 «

z=0.

-1 0

Q © ~

-1 0
3 «

2 1
v

-

N 8

Conclusion :

Va € R*, Imf:aw+(2a—3)y—z:0‘

Supposons d'abord que o = 0. Dans ce cas, il faut décrire I'ensemble des antécédents
de (4,—2,6). Ce triplet appartient a Im f car il satisfait les équations trouvées au (c) :
4 6
—=—(—-2)=-=2.
2 (=2) 2
L'ensemble a décrire est donc non vide, il s'agit des solutions du systéme :
—6x + 2y — 2z =4
3r—y+2z= -2 & Jr—y+z=-2.
—9r+3y—3z2=6

C’est un plan, obtenu en translatant le noyau de f par exemple par (0,2,0) :

Poura=0ona f~'({(4,—-2,6)}) = (0,2,0) + Ker f

plan vectoriel d’équation 3z —y+2=0

Supposons maintenant que o # 0. L'ensemble a décrire est non vide si et seulement si
le triplet proposé vérifie I'équation trouvée au (c), c’est-a-dire si et seulement si :

a4 —a)+ (2a—3)(-2+3a) — (6 + a) = 5a®> — 10a = 0
On a donc:

Vo € R\ {0,2}, F({(4— &, ~2+30,6 +)}) = 7|
Pour a = 2,0n a:

—4 2 2
A=[3 -1 1|,
-5 3 5

si bien que I'’ensemble a décrire est I'ensemble des solutions du systeme :

—4xr 4+ 2y + 2z =2 2x + 4z =10 o —5_ 25
3 —y+2z2=4 = 3z —y+z2=4 & { __11 5
_Bx+3y+52=8 Az + 82 = 20 v=

C’est une droite, obtenue en translatant le noyau de f par exemple par (5,11,0) :

Poura =2 ona f1({(2,4,8)}) = (5,11,0) + Ker f
——
droite vectorielle engendrée par (—2,—5,1)
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Question 9: Cette question est notée sur 5 points.

[ ds [s [Js s [ s
W [ [k

On donne I'application linéaire :
f:R®* 5 R3, (z,y,2) > Bz +y+ 52,2 — 3y +5z,¢ —y + 32)
dont on note A la matrice en base canonique.

(a) Déterminer le rang de f.
(b) Trouver une décomposition colonne-ligne minimale de A.
(c) Déterminer une application linéaire g : R2 — R3 telle que :

rgeg=1 et Im(f+ g)= Vect((0,5,2)).

Solution Notons A la matrice de f en base canonique :

3 1 5
A=1|1 -3 5
1 -1 3

(a) Il n’y a pas de relation de proportionnalité entre les lignes/colonnes de la matrice A : elle
est donc de rang supérieur ou égal a 2. Par ailleurs son déterminant est nul :

0 10 -10
detA=|1 -3 5 | =— ’
0o 2 —2

10 -—-10

2 —2'20’

On peut conclure :

(b) Faisons apparaitre A comme somme de deux matricesderang 1 :

3 -9 15 0 10 —10
A=(1 -3 5 |+[|0 0 0O
1 -3 5 0 2 -2
ce qui donne :
3 5
A=|1](1 -3 5+ (0] (0 2 —2)
1 1

Etant de longueur 2, cette décomposition est minimale.

Remarque : I'étude des relations entre les colonnes ou entre les lignes de A donne par
exemple :
Cs =2C; — C, ou L, =5L3 — 2L,

et on peut exploiter ces relations pour écrire des décompositions minimales de A.

(c) La matrice B de I'application linéaire g recherchée doit étre de rang 1 et vérifier :

0
A+B=|5]|(x x *).
2
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En passant B de I'autre coté, on obtient une décomposition colonne-ligne minimale de A:

0
A=—-B+ 5] (x *x *).
2

ou la deuxiéme matrice a sa premiere ligne nulle. Pour créer une telle décomposition, on
sait alors que I'on peut choisir un pivot dans la premiere ligne de A et "compléter" en une
matrice de rang 1. Par exemple :

3 1 5 3 1 5 0 0 O 1 0
A=1|1 -3 5|=|-9 -3 —-15|+(10 0 20| =(-3|(3 1 5)+(5|(2 0 4).
1 -1 3 -3 -1 -5 4 0 8 -1 2

Ceci amene a poser :

1 -3 -1 -5
B=—-[-3|3 15 =9 3 15
-1 3 1 5

Une autre méthode consiste par exemple a partir de la décomposition colonne-ligne trou-
vée au (b) et chercher a faire apparaitre la colonne :

0 3 5
5|]=5[1]-3]0
2 1 1
On trouve :
3 5 3 0
A=1[1](1 -3 5)+ 0 02 —2)=[(1]1 % H+([5](00 -2 2),
1 1 1 2
N——

clen
—- -
|
ol
RS )

ce qui amene a poser :

3 -3 -1 -5

— 1 5\ __ 1 5
B=—|1](1 3 §)=(-1 T3 T3
1 -1 -3 —3



